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1. Série No 1

Exercice 1.1. .

(1) Dans Q, montrer que a <b+e Ve >0 a<b.
(2) Montrer que /T n’est pas un rationnel
Indication: utiliser le fait que si 7 divise 22, (olt = est un entier) alors 7 divise x: [remarque: on peut montrer

ce résultat (mais ce n’est pas demandé) en raisonnant par I'absurde et en utilisant le théoréeme de Bezout vu en
terminal en arithmétique].

(3) Déterminer la borne supérieure de F = {r € Q/r < T}.

(4) Montrer que G = {r € Qu/r?> <7} = {r € Q. /r?> < 7} puis que G n’a pas de borne sup dans Q.

(5) Montrer que Hy = {r € Q4 /r® < 8} et Hy = {r € Q4 /r3 < 8} ont des bornes supérieure dans Q.

Exercice 1.2. Calculer les sommes et produits suivants:

(2) S2 =2 1cicni<jem(i+])

(3) S3 =2 1<i<j<nli+])

Exercice 1.3. (1) Montrer que :
(a) Va,yeR, E(x+y)—E(z)—E(y) =0 ou 1
(b) Vz €Z, E(x)+ E(—z) =0.
(¢c) VxeR\Z, E(x)+ E(—z) = —1.
(d) Vz eR, E(%)+ E(*) = E(x).
(2) Soit x € R, pour tout n € N, on pose r,, = qu:”. Montrer que 0 < . —r" <
approxzimation de x a 10™™ prés par défaut par le rationnel r™ .
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On obtient ainsi une

Exercice 1.4. .

(1) Montrer que la relation ”divise” dans N* est une relation d’ordre partiel.

(2) Soit E et F deuz ensembles non vides et f : E — F wune application . On définit sur E la relation aRb si et
seulement si f(a) = f(b). Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

(3) Déterminer dans Q : A= Npen+]=4, L[, B = Upen-]=E, 2 et C = Upezln,n + 1]

(4) Soit n un entier (n > 2) on définit sur Z la relation xoy < 3k € Z tel que x —y = kn. Montrer que o est une

relation d’équivalence.

Exercice 1.5. Les calculs sont effectués dans R.
(1) Démontrer les formules suivantes (par plusieures méthodes): > _, k = w et Yop_ k?= w .
2) Déterminer en discutant fonction de g € R, la somme ¥ = ¢! + ¢+ 4+ ... + ¢" avec | < n dans N.
3) Démontrer la formule du binéme de Newton.
4) Simplier: /=8, /=27, v/3V3 et v/2V/2.
5) Montrer que, Vn € N*, V(z1,...,2,) € R, |21 4+ .. + 2| < |21] + ... + |20]
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Exercice 1.6. Soient A, B et C trois ensembles non vides de nombres réels.

(1) On suppose que A est majoré et B est inclus dans A. Montrer que B est majoré et sup B < sup A
(2) On suppose que A et C sont bornés; montrer que AN C est borné et que:

sup(inf A, inf C) <inf ANC <supANC <inf(sup 4, supC).
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Donner un exemple pour montrer que les inégalités précédentes peuvent étre stricts.
(3) On suppose que A et B sont bornés; exprimer sup(A U B) en fonction de sup A et sup B, aprés avoir montré que

ces bornes sup existent.
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Exercice 1.7. Soient a,b, c trois réels strictement positifs tels que ab + bc + ca = 1. Montrer que a%rb + 57 e 2

ab be ca
\/§+ a-+b + b+c + cta”’

Exercice 1.8. Montrer que pour tous réels strictement positifs x1,To,...x, avec n > 3, tels que x1 < 22 < ... < z,0n @
I 4 sy 2, TpT 1T Tn—1Tn
l'inégalité : 71 + ;—32 o+ >x1+x2+ ...+,

Indication: On pourra démontrer et utiliser le fait que que si0 <z <yetsi0<a<1,alorsona: z+y <ax+ L.

Exercice 1.9. Montrer qu’il n’existe pas de fonction de R dans R vérifiant simultanément les 2 conditions suivantes:
(1) f(1) =1 et |f]| est majoré;
(2) pour tout réel x non nul : f(z+ ) = f(z) + f(%)2
Indication: on pourra montrer que si f vérifie (1) et (2) alors f ne vérifie pas (3)!
a) Trouver z( tel que f(xg) > 2
b) Montrer que s’il existe ¢ > 1 tel que f(t) > 2 alors il existe ¢’ > 1 te que f(t') > f(¢) +1

¢) En déduire existence d’une suite (z,,), telle que f(x,) > n + 2 puis conclure!

Exercice 1.10. Les questions suivantes sont indépendantes.

(1) Résoudre dans R ’équation \/x +v2r—1- \/J: — 2z —1=A, ot A prend les valeurs A =+/2, A=2 et A=1.

(2) Monter que dans R qu’il existe un solution positive unique de l’équation , 7 = 3 (adapter la preuve complete du

cours).

Exercice 1.11. .

(1) Montrer que la relation ”divise” dans N* est une relation d’ordre partiel.

(2) Soit E et F deuzx ensembles non vides et f : E — F une application . On définit sur E la relation aRb si et
seulement si f(a) = f(b). Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

(3) Déterminer dans Q : A= Npen+]=L, L[, B =Upen-]=L, 2] et C = Upezln,n + 1]

(4) Soit n un entier (n > 2) on définit sur Z la relation xoy < 3k € Z tel que x —y = kn. Montrer que o est une

relation d’équivalence.

Exercice 1.12. (1) Montrer que l’ensemble Q(v/2) = {a + bv/2,a,b € Q} est dense dans R.
(2) En déduire que l’ensemble des irrationnels est dense dans R
(3) Soient S et T deux ensembles non vides de nombres réels. On définit: S+ T ={s+t/se€ S;te€T} et S—T =
{s—t/seS;teT}
On suppose que S et T' sont bornés. Montrer que sup(S + T') = sup(S) + sup(T) et que inf(S —T) = inf(S) —
sup(T)..
Exercice 1.13. .
(1) Soient ay,as,...an et bi,ba,...b, des réels tels que les a, sont non tous nuls. Soit P(x) = >77_, (Jaj| + x|bj\)2.
Montrer que le discriminant de ce polynome est < 0, en déduire
(a) Vinégalité de Cauchy-Schwarz:
(5= lasllbg)® < (im0 a) (S50 8)
(b) et Vinégalité de Minkowski: (37—, (la] + [b;))* < (S0ya2)? + (S0, 2)
(2) Montrer que si ay,as, ...ap et by, ba,...b, sont des réels positifs tels que: by > by > ... > b, et E?Zl b; < Z?:l a;
pour tout 1 < k < n alors 23'1:1 b? < Z?:I a?
(3) Soit (an)n une suite de réels positifs vérifiant: 2?21 a; > +/n, pour tout n > 1. Montrer que pour tout n > 1,

Z?:l a? > % 2?21 %



