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INTRODUCTION

A Torigine la Statistique rassemble et étudie des renseignements susceptibles d’in-
téresser I'Etat (status). C’est ainsi qu’initialement son étude portait sur les domaines
économique et social. .

Essentiellement descriptive a ses débuts, ce n’est qu’a partir du 16°™€ siécle qu’elle a
évolué vers l'analyse des données grace notamment a ’astronomie. L'impact de la statis-
tique dans les autres domaines de la vie (médecine, agronomie, démographie, sociologie,
industrie,...) lui confére de plus en plus une importance dans ’enseignement de la Mathé-
matique.

L’enseignement de la statistique au premier cycle concerne surtout le recueil de données
et I'exploitation de celles-ci par le calcul des paramétres de position.

Cet enseignement se poursuit au second cycle avec |’ introduction des paramétres de
dispersion puis des séries & deux caractéres quantitatifs.






Chapitre 1

PARAMETRES DE DISPERSION

Position du probléme

-Activité préliminaire :

Deux éleves E; et Ey d’'une méme classe ont obtenu les notes suivantes.

Ey:8;10;11;8;8;10;13

E5:10:8;6;11;8;13;12

Vérifie que ces deux séries ont les mémes parameétres de position.

Comment choisir alors 1’éleve le plus régulier ?

-La connaissance des paramétres de position (mode, médiane, moyenne) ne suffit pas pour
étudier une série statistique. L’étude de la structure de la série nécessite la connaissance
de la distribution des valeurs et leur régularité. Pour cela le calcul d’autres paramétres,
appelés paramétres de dispersion, s’impose. Ils ne concernent que les séries a caractére
quantitatif. Ces caractéristiques de dispersion permettent de voir si les valeurs prises par
le caractére sont suffisamment proches ou non des paramétres de position.

1.1 Notation indicielle

On considére la série statistique suivante suivante :

valeurs de caractére | z;

T2

Zs3

effectifs ny

no

ns

L’effectif total est :

N:nl—l—ng—i—ng—i—...—l—np
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cette écriture peut étre simplifiée en utilisant le symbole Y de la fagon suivante :

i=1

La moyenne de cette série est

nx1 + Noko +N3T3 + ... +Npxp
n1+n2+n3+...+np

T =

qui s’écrit avec la notation indicielle ) :

Remarque 1
xSoit k € R, on a :

P
/{;(in):k(x1+x2+x3+...+xp):kx1+kxg+kx3+...+kxp:kai
' i=1

=1
x Soita € R, on a :

Z(mmta):(331+a)+(x2+a)+(x3+a)+...+(:zp+a)

=T +2t+r3+...+rptat+ata+...+a

p termes

p
= sz + pa
i=1

Donc

Attention :



Exercice d’application

On considére la série statistique suivant

valeurs z; |3 |57 |8
4 I 771
fréquences fi | ;| 5| 55 | =

Calcule la moyenne de cette série en utilisant le symbole .

Calcule le nombre A
Z zi|l — fil
i=1

1.2 Etendue

Elle mesure la dispersion d'une série donnée.

1.2.1 Cas d’une variable discréte

L’étendue e d’une série statistique est la différence entre la plus grande et la plus petite
valeur de la série.
Soient x; la plus petite valeur de la série et x,la plus grande.L’étendue de cette série est

e=1x, — T

Exemple 1 Considérons le "nombre de piéces” de chacun des appartements d’un im-
meuble donné :

Nombre de pieces |12 34|56
ef fectifs 514141232

Il y’a 5 appartements a 1 piece, 4 a 2 pieces, 4 a 3 pieces,2 a 4 pieces,3 a b piéces et 2 a
6 piéces. L’étendue de cette série est : e =6 — 1.1l y’a 5 piéces d’écart entre le plus petit
et le lus grand appartement.

1.2.2 Cas d’une variable continue

Soit une série continue dont la premiére classe est [x1, xo[ et la derniére [z,_1, x,].
L’étendue e cette série est la différence entre la borne supérieure de la derniére classe et
la borne inférieure de la premiére. Donc e = x,, — 1.



Exemple 2 Dans un immeuble les loyers payés selon le nombre de piéces de chaque
appartement sont répartis de la facon suivante :

Priz de la location | [20.000; 40.000] | [40.000; 60.000] | [60.000; 80.000] | [80.000; 100.000]

effectifs 14 26 18 12

Il y’a 14 locataires qui paient entre 20.000F et 40.000F', 26 locataires entre 40.000F
et 60.000F" ; 18 locataires entre 60.000F et 80.000F" et 12 locataires entre 80.000F" et
100.000F'.

L’étendue de cette série est :
e = 100000F — 20000F" = 80000 F.
Il y’a un écart de 80000F" entre le loyer le plus cher et le loyer le moins cher.

Remarque 2
Plus ’étendue est grande, plus la série est dispersée.

— L’étendue a l'avantage d’etre facile a calculer mais elle présente linconvenient de
ne prendre en compte que les valeurs extrémes; elle ne renseigne pas sur les valeurs
intermédiaires.

1.3  Ecart interquartile

1.3.1 Quartiles

Soit une série statistique a caractére quantitatif et dont les valeurs sont rangées dans
I’ordre croissant.

Cas discret

Dans la cas d’une série discréete, la médiane Mé partage la population en deux groupes
de méme effectif. Appelons série inférieure la série des valeurs du caractére strictement
inférieures & Mé et série supérieure celle des valeurs qui sont strictement supérieures a
Meé . On appelle premier quartile, noté ¢, la médiane de la série inférieure et le troisiéme
quartile, noté g3, la médiane de la série supérieure.

Cas continu

Dans la cas d’'une série continue d’effectif total IV, le premier quartile ¢; appartient a
la premiére classe dont 'effectif cumulé croissant (ECC') est supérieur ou égal a % et le

troisiéme quartile g3 appartient a la premiére classe dont '’ ECC' est supérieur ou égal a
3N
T
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On peut déterminer ¢; et g3 par une interpolation linéaire.

Si [ay; b1 est la classe contenant ¢y, ny son ECC et n) celui de la classe précédente alors
¢1 s’obtient de la maniére suivante :

g1 —ar by —ay
N r R

d’ou N
(br —a1)(3 —ny)

ny —n}

q1 = + a;

Si [ag; bs| est la classe contenant g3, ng son ECC' et nj celui de la classe précédente alors
g3 s’obtient de la maniére suivante :

q3 —ds by — as
Wo—nf  nz—mny
d’ont .
/
(b3 — a3)(5; — ny)
43 = e — + as
3 143

Remarque 3 Le deuxieme quartile, noté qo, est la médiane MEéE de la série.

1.3.2 Définition

On appelle intervalle interquartile I'intervalle [¢;; ¢3]. Son amplitude g3 — ¢; est appelée
écart interquartile.

Exemple 3 Le tableau suivant donne l’dge de chacune des onze personnes d’une assem-
blée de notables d’un quartier.

Age 50 | 57 | 60 | 62 | 65 | 66
effectif |3 |2 |1 |2 |1 |2

50 — 50 — 50 —57 —5H7— 60 —62 —-62— 65 —66 — 66
~~ ~~ ~—
ql Meé q3

(. / (. J/
-~ ~~

série inférieure S€rie supérieure

Interprétation :

o Le quart des personnes a au mazimum 50 ans.

e La moitié des personnes a au mazimum 60 ans.

e Les trois quarts des personnes ont au maximum 65 ans.

L’intervalle interquartile est [50;65] et I’écart interquartile est : 65 — 50 = 15
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Exemple 4 Au cours d’une dictée le relevé du nombre de fautes commises par douze
éleves a donné le tableau suivant :

—_
DO
w
ot

nombre de fautes | 0
nombre d’éleves |2 4123

0-0-1 1-1-1 2—-3-3 O—95—9

série inférieure série supérieure
Ona:qu=1; Mé=1.5 et g3 =4.

Interprétation :

e 25 pour 100 d’éleves, soit 3 éléeves ont commis au plus une faute.

e 50 pour 100 d’éléves, soit 6 €léves ont commis au plus une faute et demie.
e 75 pour 100 d’éléves, soit 9 €éléves ont commis au plus quatre fautes.
L’intervalle interquartile est [1;4] et l’écart interquartile est 4 — 1 = 3.

Remarque 4 I y’a un écart de 3 fautes entre les "éléves moyens”.

Exemple 5 On consideére la série suivante :

Taille (en cm) | Effectifs | ECC
[155; 160] 25 25
[160; 165] 80 105
[165; 170| 15 150
[170; 175] 30 180
[175; 180] 20 200
Total 200

On a : ¢ € [160;165[, d’ou
¢ — 160 165 — 160

50 —25 105 —25"
5 x 25
80

Q= + 160,

donc q; = 161, 5625.
25% des effectifs, soit 50 individus ont une taille comprise entre 155 et 161, 5625 cm.

On a : g3 € [165;170[, d’ou
g3 — 165 170 — 165

150 — 105 150 — 105’
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5 x 45
45

a3 = + 165,

donc q3 = 170.
75% des effectifs, soit 150 individus ont une taille comprise entre 155 et 170 cm.

[161,5625; 170] est ['intervalle interquartile.
50% des effectifs, soit 100 individus ont une taille comprise entre 161,5625 et 170 cm

L’écart interquartile est alors : 170 — 161, 5625 = 8, 4375.
Il y’a un écart de 8,4375cm entre les 100 indiwvidus de “taille moyenne”.

1.4 Ecart moyen

L’écart moyen est un nombre positif ou nul qui permet d’apprécier I’éloignement des
valeurs de caractére par rapport a la moyenne de la série.

1.4.1 Cas de série discréte

Soit une série de valeurs xy, - - -, x,, d’effectif total N et de moyenne Zz.
On appelle écart moyen de la série la moyenne arithmétique des écarts entre les diffé-
rentes valeurs z; et la moyenne = de la série.
o = iz Tulti — 7]
" N
N.B : On appelle écart entre deux valeurs a et b la valeur absolue de la différence : |a —b|.

Exemple 6 Reprenons l’ezemple 4 du paragraphe 1.3.2. Calculons la moyenne T de la
série et complétons le tableau suivant :

T Effectifs z; | |x; — | | nilx; — Z|

0 2 2.25 4.5

1 4 1.25 5

2 1 0.25 0.25

3 2 0.75 1.5

5 3 2.75 8.25
Totaux 12 19.5
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On a alors

0+44+24+6+15
T = i +12+ + = 2.25

ct 19.5
=22 1625,
€ 12

1.4.2 Cas de série continue
Soit une série statistique de classes
[a17b1[7 [a27b2[7 e ) [arwbn[a

d’effectif total N et de moyenne z. On appelle écart moyen de la série la moyenne
arithmétique des écarts entre les différents centres ¢; des classes et la moyenne z de la

série. " -
_ Zi:1 nilc; — 7|

Em N

Exemple 7 Reprenons l’ezemple 5 du paragraphe 1.3.2. Calculons la moyenne T de la
série et complétons le tableau suivant :

Taille (em) | Centre des classes | Effectifs x; | |¢; — z| | nilc; — Z|
[155; 160] 157.5 25 8.5 212.5
[160; 165/ 162.5 80 3.5 280
[165; 170 | 167.5 49 1.5 67.5
[170; 175 [ 172.5 30 6.5 195
[175; 180 [ 177.5 20 11.5 230
Totaux . 200 . 985

3937.5 + 13000 4 7537.5 4+ 5175 + 3550 33200
200 200

Tr =

= 166,

d’ou 985
=220 4995
“m =500

1.5 Variance et écart-type

Pour éviter I'utilisation souvent fastidieuse des valeurs absolues, il est préférable de
calculer les carrés des écarts que de calculer la valeur absolue de ces écarts employée dans
la définition de I’écart-moyen.

14



1.5.1 Cas d’une série discréte

Soit une série de valeurs xy, - - -, x,, d’effectif total N et de moyenne Zz.
On appelle variance de la série la moyenne arithmétique des carrés des différences entre
les valeurs z; et la moyenne Z de la série.

i — 1)?
V = N .

On appelle écart-type de la série la racine carrée de la variance.

c=VV.

1.5.2 Cas d’une série continue

Soit une série statistique de classes

[ala bl[a [a27 b2[7 e ; [a’rH bn[a

d’effectif total N et de moyenne Z. On appelle variance de la série la moyenne arith-
métique des carrés des différences entre les centres ¢; des classes et la moyenne z de la

série. N .
vV — > iz ni(e — ) .
N
Dans ce cas aussi I'écart-type est la racine carré de la variance.
N.B : La variance est aussi appelée fluctuation.

1.5.3 Meéthode de calcul par le théoréme de KOENIG

Pour calculer la variance, on peut utiliser la formule de Koenig suivante :

1 n
V= N;nzxf—f2

Ainsi, la variance est égale a la différence entre la moyenne des carrés des valeurs du
caractere et le carré de la moyenne arithmétique de la série.

1.5.4 Propriétés
Soit X le caractére de la série, V(X)) sa variance et o(X) son écart-type. On a :
V(X) > 0;
V(aX +b) = a®V(X);
o(aX 4+ b) =|a|lo(X);

avec ¢ un réel non nul et b réel fixé.
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1.6 Exercices

Exercice 1 Chaque éléve d’une classe de troisieme a pesé a l'aide d’une balance électro-

nique, une piéce de 1 euro. Voici les masse (en grammes) :

7.49;7.49;7.51;7.55;7.51;7.52;7.51;7.54;7.51;7.51;7.52; 7.51;7.48;

7.58;7.50;7.54;7.51;7.60; 7.59; 7.56; 7.49; 7.53; 7.51; 7.54; 7.53.

1. Définis la série.

2. Calcule la médiane et la moyenne de la série.
3. Calcule la médiane de la série inférieure et celle de la série supérieure. Déduis-en

[’écart interquartile.

4. Calcule ’étendue, ’écart moyen et [’écart-type de la série.

Exercice 2 Dans une écurie, on a sélectionné 20 lutteurs dont les poids

(en kg) sont :

95;90; 100; 105; 90; 110; 82; 95; 92; 90;
105; 100; 105; 102; 90; 100; 85; 92; 90; 82.

1. a). Définis la série statistique puis calcule I’étendue

et ’écart interquartile de cette série.

b). Interpréte les résultats trouvés.
2. Calcule écart moyen de la série.
3. Calcule écart-type de la série.

Exercice 3 Dans un établissement scolaire, le relevé du nombre d’heures effectuées durant

un mois par chaque professeur est le suivant :

Nombre d’heures | Nombre de professeurs
[20; 30/ 8
[50; 0] 1
[40; 50 | 15
[50; 60 | 25
[60; 70 | 20
[70; 80 | 16
[80; 90 | 12

1. Quelle est ’étendue de la série.

2. Calcule Uécart interquartile de la série.

3. Calcule Uécart moyen de la série.
4. Calcule ’écart-type de la série.
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Exercice 4 Dans le registre d’une maternité, nous constatons que le poids de chaque
nouveau-né (exprimé en (kg)) est compris entre 2kg et 5kg. Voici le tableau des effectifs :

Poids | [2; 2.6 | [2.6; 3.2 | [3.2; 3.8]| [3.8; 4.4] | [4-4; 5]
Effectifs 6 32 42 19 1
1. Calcule l’étendue de la série.
2. Calcule les quartiles et interprete les résultats. Déduis-en ’écart interquartile de la
série.
3. Calcule I’écart moyen et l’écart-type de la série.

Exercice 5 Voici, dans l’ordre croissant les notes obtenues par les éléves de troisieme a
un devoir de latin :
3:;5;7;8;9;10;10;13;13;15;16;19:;19.

1. Détermine la médiane de la série.
2. Calcule les quartiles et interprete les résultats obtenu.
3. Calcule écart interquartile et l’écart moyen.

Exercice 6 La hauteur (en mm) de pluie recueillie dans chacune des 25 localités d’une
région a donné le tableau suivant :

Hauteur de pluie | 28 | 30| 32| 35| 38| 40| 43 | 50
Nombre de localités | 3 | 2| 3| 4 | 6 | 3| 3| 1

1. Quelle est la hauteur moyenne de pluie dans la région ¢

2. o Calcule l’écart de hauteur entre la localité la plus arrosée et celle la moins arrosée.
e Calcule ’écart interquartile.

3. Calcule I’écart moyen puis la variance de la série.

Exercice 7 Le tableau suivant donne la répartition des salaires mensuels
(en euro) des employés d’une entreprise.

Grille de salaire | Effectifs
Moins de 1000 12
[1000; 1200/ 30
[1200; 1400 | 42
[1400; 1600/ 27
[1600; 1800 | 30
[1800; 2000/ 23
[2000; 2200/ 40
[2200; 2400/ 26
Plus de 2400 20
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1. A quelle classe appartient la médiane Mé de la série ¢

2. Pour chacun des paramétres suivants, précise la classe a laquelle il appartient :
quartile Q1, quartile Q3, décile Dy et décile Dy.

3. Représente la série des effectifs cumulés croissants a ’aide d’histogrammes. Déduis-
en le tracé du polygone des fréquences cumulées croissantes.

4. On suppose que la répartion est uniforme dans chacune des classes. Donne une
valeur approchée de chacun des cing parametres ci-dessus.

5. Calcule la valeur exacte de la médiane Mé et celle du premier décile Dy .

Exercice 8 La pesée de 100 sacs d’arachide d’une fabrique d’huile a fourni le tableau
sutvant :

Poids (en kg) | Effectifs
110; 20] 12
[20; 30] 3
[30; 0] 10
40, 45/ 20
[45; 50] 15
[50; 60] 15
160; 80] 11
[30; 90] 9

1. Calcule l’écart interquartile.
2. Calcule les 5¢™¢ et 6°™¢ déciles. Donnes-en une interprétation.
3. Calcule Uécart-type de la série.

1.7 Solutions

Exercice 2

1. a) Calculs :

Poids : z; 82 1851909295100 | 102 | 105 | 110
Nombre de lutteurs :n; | 2 | 1 | 5 | 2 | 2 3 1 3 1

e Etendue : e = 110 — 82 = 28

e Le 1 quartile est ¢ = 90. Le 3°™¢ quartile est g3 = 25122 = 101,

L’écart interquartile est : g3 — ¢ = 101 — 90 = 11.

b) Interprétation :

o [’¢tendue est de 28 kg : la différence de poids entre 2 lutteurs est toujours < 28
kg.

e L’écart interquartile est de 11 kg : la différence de poids entre les lutteurs de la
catégorie moyenne est < 11 kg.
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2. La moyenne de la série est :

=9

N 20 %

.L’écart moyen est :

P (2x13)+(1x10)+(5x5)+(2x3)+(2x0)+(3x5)+(1x7)+(3x10)+(1x15) _ 134
m = 20 ~ 20
em =6,7.
3. L’écart type o est la racine carrée de la variance
12
V= NZni(xi —7%) = 61,5.

=1

L’écart-type 0 = /61,5 ~ 7, 84.

Exercice 4

1. L’étendue de la série est la différence entre la plus grande et la plus petite des

bornes. € = Xz — Tmin
e=5—-—2=3

2. Dressons le tableau statistique des effectifs cumulés croissants

12;2,6] | [2,653,2[ | [3,2; 3,8 | [3,8; 4.4] | [44; 5]
6 38 80 99 100

e Calcul du 1°* quartile ¢; :
@ —2,6 25-6
3,2—2,6 38-6

= q =~ 2,96.

Interprétation : 25 % des nouveau-nés ont un poids < 2,96 kg.
e Calcul du second quartile g5 = Mé :
@ —3,2  50—38
3,8—3,2 80—38

= q9 ~ 3,37.

Interprétation : 50 % des nouveau-nés ont un poids < 3,37 kg.
e Calcul du 3°" quartile g3 :
qg3—3,2 75— 38
3,8—3,2 80—38

= q3 ~ 3,73.

Interprétation : 75 % des nouveau-nés ont un poids < 3,73 kg.
L’écart interquartile est g3 — ¢; = 0, 77.
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3. e Calcul de la moyenne de la série :

1 336, 2
T = — iCi — ’ — 3, 362
FTN &MY T 00
e Calcul de I'écart- moyen e :
> it Miles — 7 0. 49
e = ~ .
N )
e Calcul de la variance V' de la série :
Z?ﬂ ni(ci —7)°
V=== ~ 0, 27.
N )
e Calcul de I'écart- type o :
o=V ~0,51.
Exercice 6
1. La moyenne de la série est :
T — (3x28)4(2x230)+(3x32)+(4x35)+(6x38)+(3x40)+(3x43)+(1x50) __ 907

moyenne de pluie dans la régizgn est égale a 36, 28mm.
2. e L’étendue de la série est : e = 50 — 28 = 22.
Donc I'écart de hauteur est égal a 22mm.
e Le 1 quartile est ¢; = 32 et le 3°™¢ quartile g3 = 40.
Donc l'écart interquartile est :g3 — ¢ = 40 — 32 = 8.
3. L’écart-moyen est :

_ 110,72
em szm 7= 10Ty s,

25
La variance est : .
1
=~ z::
ou
= i 28: nxt —T
N i=1 Z

= % — (36,28)* = 29, 161.

20
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FIGURE 1.1 — Exercice 7

Exercice 7

1. Mé € [1600; 1800].

2. ¢ € [1200; 1400]; g5 € [2000;2200[; D; € [1000;1200]; Do € [2200; 2400].

3. (graphe histogramme).icil

4. A partir du graphique précédent on obtient par projection sur I'axe des modalités
la valeur approchée de chacun des cinq paramétres demandés :

¢~ 1300, g3 ~2120, Mé~ 1710, D, ~ 1100, Dy =~ 2370.

5. Calcul de la médiane :
Mé — 1600 125 -111

1800 — 1600 141 — 111’

21



Mé = 1693, 33.

Calcul de Dy :
Dy —1000 25 —12

1200 — 1000 42 — 12’

D, = 1086, 66.
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Chapitre 2

Séries statistiques a deux variables

Introduction

Il s’agit, dans ce chapitre, d’étudier simultanément, sur une méme population d’effectif
N, deux caractéres de méme type (quantitatifs ou qualitatifs) ou de types différents (I'un
qualitatif et 'autre quantitatif). Chaque individu E; de la population fournit une valeur
x; de 'un des caractéres X et une valeur y; de l'autre caractére Y. Il est commode
de représenter l'observation de E; par le point M;(x;;y;) dans un repére du plan ou a
I'aide d’un diagramme. Les séries a étudier seront de deux sortes : les séries & données
individuelles ou séries injectives et les séries & données groupées ou séries non injectives.
Une série est dite injective si deux points distincts ne peuvent pas avoir le méme couple
de coordonnés (z,y).

Remarque 5 Dans la suite, les séries a étudier seront des séries a caractéres quantitatifs.

2.1 Séries a données individuelles

2.1.1 Définition

Une série statistique est dite a données individuelles s’il n’existe pas deux individus
distincts de la population qui prennent le méme couple de valeurs de caractéres.

Remarque 6 Le tableau statistique (des effectifs) associé a une telle série est appelé
tableau linéaire.

Exemple 8 Voici un tableau donnant les moyennes de mathématiques et de francais d’un
méme éleve lors de cing contrdles consécutifs :

Frangais : X | 7] 10| 13| 11| 12
Maths :'Y | 8| § | 10] 9 | 10
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Ici la population compte 5 individus que sont les b contrdles ordonnés.

Le tableau est un tableau linéaire.

la série est injective et pourtant nous avons 2 valeurs égales a 8 dans la 2™ ligne ce qui
signifie que l'injection n’est pas celle d’une application qui fait passer de X a'Y mais de
Uapplication qui, a E;, associe M;(x;; ;).

2.1.2 Nuage de points et point moyen

Définition 1 On appelle nuage de points associé a une série statistique a deux caractéres,
lensemble des points M; de coordonnés (x;,y;) représentant les observations faites sur les
individus E; de la population.

Représenter le nuage de points revient a placer tous les points M;(x;,y;) dans le plan
rapporté a un repere.

Définition 2 On appelle point moyen ou barycentre du nuage de points, le point G(T;7).

Exemple 9 Le tableau suivant indique [’évolution de 1971 a 1979 du priz moyen au kg
(en francs) d’une denrée

Année : X | 1971 | 1972 | 19753 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979
Priz : 'Y | 1,20 | 1,70 | 1,80 | 2,60 | 2,75 | 3,25 | 3,30 | 3,065

Le nuage est l’ensemble des 8 points suivant :
{M1(1971; 1,20); M5(1972;1,70);. . .; Mg(1979; 3, 65)}.

Graphique
1c12

Attention! Ne pas entourer la nuage si sa direction n’est pas demandée.

2.1.3 Utilisation du nuage

Le nuage de points permet, dans sa représentation graphique de déceler ou pas une
tendance de I'une des variable en fonction de 'autre.
Graphiques
ici3
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2.1.4 Ajustement linéaire

Un ajustement linéaire vise & trouver une droite "qui passe le plus prés possible" de
tous les points du nuage. On peut le faire de plusieurs fagons dont les 3 que voici :

a. Ajustement & main levée
On cherche une droite qui semble "passer le plus prés possible" de tous les points
du nuage, le choix de cette droite étant arbitraire.
Exemple 10 Dans l’ezemple 9, pour tracer la droite d’ajustement D, Monsieur A a
choisi les points : M3(1973;1,80) et M7(1978;3,3) et a trouvé : D : y = 0,3x—590, 1
comme Equation.
Quant a Madame B son choiz a porté sur les points : M4(1975;2,6) et Mg(1977; 3, 25)
et a trouvé : D :y = 0,32bx — 639,275 comme équation. Remarques :

e 5i cette méthode a 'avantage d’étre simple, par contre elle présente ['inconvénient
d’étre subjectif car chaque individu peut obtenir sa propre droite d’ajustement.

e Les points choisis pour obtenir la droite D ne sont pas nécessairement des points
du nuage.

b. Ajustement par la méthode de Mayer
La méthode d’ajustement de Mayer consiste a partager la série en deux séries s;
et s de méme effectif ou d’effectifs différents d’une unité. On détermine ensuite les
points moyens G et G5 respectivement des séries s; et so. La droite (G1G2) est
appelée droite d’ajustement par la méthode de Mayer (ou droite de Mayer).

Exemple 11 Reprenons le tableau de 'exemple 9. La série est ordonnée et a un
effectif pair. On va donc la partager en 2 séries d’effectifs 4 chacun.
La série sy est la série des points M;, 1 < 1 < 4 associés aux années 1971,1972,1973, 1975,
la série sy celle des 4 points restants.
On obtient : G1(1972,75;1,823), G5(1977,5;3,2375) et ’équation de la droite de
Mayer suivante : y = 0,297z — 586,913
Remarques :
e La méthode de Mayer est toujours associée a un partage & préciser
e La méthode de Mayer n’est pas toujours la meilleure méthode d’ajustement.

c. Ajustement par la méthode des moindres carrés

Le nuage de points M; représentant une série statistique double (X,Y") est tel que
ses points soient le plus proche possible d’une droite D, c’est a dire la moyenne
des distances M;P; est la plus petite possible; P; étant le projeté de M; sur D
parallelement I'axe des ordonnées.
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L’équation de D est donnée par y = ax + b

M;P; = |y; — (ax; + b)|.
Le but est de minimiser la somme

2
S = Z M;P? = Z < — (az; + b)) , N étant 'effectif total.

i=1

Pour minimiser S, il suffit de déterminer les valeurs @ de a et b de b nécessaires a cela.

e Calcul du coefficient b

S = i( axz+b)>2:§;((yi—axi)—b>2

:Z(yi_ —QbZ i — ax;) + N.b2.
i—1

En fixant a, S est un trindbme du second degre enb:

S=Nb —2Kb+T,
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oun K = Zi\fl(yZ ax;) et T = val(yZ ar;)?.
Puisque N > 0, S admet un minimum pour b = b= g

Le trindbme est minimal pour

N
~ N (yi—az) 1
b= == :—Zyi—a
N N &
donc
b=7y—ax

e Calcul du coefficient @

En fixant b, S est un trindme du second degré en « :

S = a.a® —2B.a+ 7,

OflOé:Zl LT3 B = Z, L Zi(y — b) etVZZiJ\Ll(yi_

Puisque o > 0, S admet un minimum pour a =a = ¢
Le trindbme est minimal pour

N
o _ 2 Ty —b)
Z?Ll x?
Zi\;(%‘yi — ba;)
va1x2
Zz 1 LiYi — b Zz 1 Ty

Zfil ryy; — N(J — az)T
Zij\il x@z
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donc
N

donc

L’équation de la droite de régression de Y en X, obtenue lorsque S est minimum,

est alors :

D : y:a:c—l—g, avec Zzy—ﬁ-f.

L’équation de la droite D devient y = ax + 7y — azx, donc
D: y—y=a(x—7).

Remarque 7 La covariance du couple de caractéres (X,Y), notée cov(X,Y)1!, est :

cov(X,Y) -7),

||Mz

1. cov(X?) = var(X)
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ou bien

cov(X,Y) E TiYi —T-Y
De cette remarque on tire :
. cov(X,Y)
4= —7"7".
var(X)

De fagon analogue, une équation de la droite de régression de X en Y est donnée par

D" r—T=a(y—7),

cov(X,Y)

~
avec a = var(Y)

Remarque 8 Les deux droites de régression de Y en X et de X en Y passent toutes
deuz par le point moyen G(T;7).

Exemple 12 La taille (X) et le poids (Y') de 15 enfants dges de 9 ans sont 2 caractéres
d’une série statistique a 2 variables. Les résultats des observations faites sur chaque enfant
de la population sont donnés dans le tableau suivant

Enfants 1 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10

Taille en (cm) (X) | 131 | 135 | 140 | 136 | 124 | 136 | 127 | 130 | 139 | 142

Poids en kg (Y) | 33.0| 28.5| 28.5| 33.0 | 28.0 | 29.0| 24.0 | 23.5 | 31.5 | 34.0

11 12 | 13 | 14 | 15
17 134 | 131 | 129 | 135
36.5 | 27.0 | 27.5 | 31.0| 34.5

1.) Détermine une équation de la droite de régression de Y en X par la méthode des
motndres carreés.

2.) Détermine une équation de la droite de régression de X en'Y par la méthode des
moindres carrés.

SOLUTION

1.)
Sl e 2014

T N 5 34.27cm
YTy 4495
y N 15 9-97kg,
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d’ot 3
ST wy — 152y 206.63

~ 0.404kg/cm.

TS B2 152 51093
y—y=alrx—27)=y=ar+y—az,
= (0.404)z — 24.28.
i=15 _
A Wi — 157 206.63
b= Ly Uil = 157 ~ 1.04cm/ky.

Sz q5p2 T 199.74
t—z=bly—§) =z =>by+z— Dby,

r=(1.04)r — 3.10 & y = (0.96)x — 2.98.
Exemple 13 Voici trois points A;(—2; —2), A2(0;1), A3(2;1). On donne la somme

S = Z — (az; + b))

1.) Détermine deuz polynomes g et h de degré 2 chacun tels que S = g(a) + h(b)
2.) détermine la valeur de a pour que g soit minimal et la valeur de b pour que h soit

mainimal.
3.) En admettant que ces deux valeurs trouvées de a et b minimisent la somme S,

donne une équation de la droite A correspondante.
4.) Représente la droite A et les points A;(2;1),i = 1,2, 3.

SOLUTION

1)S=[—2—(=2a+b)]*+[1—(ax0+b)]*+[1 = (—2a +b)]>
(2a —b—2)*+ (1 —b)* + (1 — 2a — b)* = 8a* — 12a + 3b°T° = g(a) + h(b),

on a donc
g(a) = 8a® — 12a + 3b* + 6

et
h(b) = 3b® + 6.

2.)9'()_1661—12#@_}2—3
W(b)=6b=b=0
3.) A y=azr+b A y =3z
(NB:  T=07=0, "y =63, a7 =8 a=§=1
b=0,y=3z)

4-)
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2.1.5 Coefficient de corrélation linéaire

a. Définition 3 Soit (X,Y) un couple de caractéres. On appelle
coefficient de corrélation linéaire entre X et'Y le nombre réel
ro= ;E’;’(())i(?), ot cov(X,Y) est la covariance de la série double (X,Y), o(X) est
Uécart type de X et o(Y') celui de Y.

b. Propriétés.

bl. Le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y est du signe de cov(X,Y).
b2. Ona-1<r<1
Démonstration 1 Reprenons la fonction S de deuz variables a et b définie par

a et b sont les valeurs d a et b qui minimisent S :

i= 9 R
S = [yi_(d$i+y—df)} , carb=y9y—axr.
i=1
i=N =N i=N
S= > wi—97-2a> (g —§)(wi—7) +a* Y (2 — 7)
i=1 i=1 i=1

=  noy —2an - cov(XY) + a*noy
= n [032/ —2a - cov(XY) + d20§(].
La somme S étant positive ou nulle (car somme de carré), l’équation en a :
oy —2a - cov(XY) + a’ox =0,

admet un discriminant réduit négatif ou nul :
2
A = [cov(XY)} — o(X)20(Y)? <0

_ U(X)Qa(yf[(%f - 1] <0,
ce qui tmplique que
cov(XY)
a(X)o(¥)’

r?—1<0 ol r=

sout
-1 <r<1.
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b3. Si les deux droites de régression ont pour équations respectives

y=alr—I)+7y et :c:oi’(y—y)—ira?,

alors 12 = @ x o A
];émonstration 2 On sait que a = Co‘qj((XX’)Y) et a = CO”‘J/((XY’)Y)
ot
5 s o cov?(X,Y) cov?(X,Y) (cov(X, Y) )2 9
axa = = = =r°.
VIX)VEY)  o(X)0(Y)?  \o(X)o(Y)

c. Interprétation

Le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y) permet d’apprécier le degré

de dépendance entre les deux caractéres X et Y.

1. Lorsque Le coefficient de corrélation linéaire r est proche de 1 ou de —1, soit
r> %, alors on dit que la corrélation est forte .
Dans ce cas les deux droites de régression sont proches.

2. Lorsque Le coefficient de corrélation linéaire r est proche de 0, soit r < %, alors
la corrélation est faible .

3. Lorsque Le coefficient de corrélation linéaire r = 1 ou r = —1, alors la corrélation
est parfaite .
Dans ce cas les deux droites de régression sont confondues.

2.2 Séries a données groupées

2.2.1 Exemple préliminaire

Des études statistiques en francais (X)) faites dans une classe ont donné le tableau
suivant

Notes de francais | 05 | 07 | 09 | 11 | 12 | 14
Nombre d’éléves | 1 | 4 | 8 | 3 | 2 | 2

Elles ont donné en mathématiques (Y'), dans la méme classe, le tableau suivant

Notes de frangais | 06 | 07 | 09 | 10 | 12
Nombre d’éléves | 2 | 4 | 8 | 1 | 5

Le surveillant a confectionné pour chaque éléve e;; de la classe une fiche sur laquelle
figurent ses notes de francais z; et et de mathématiques y;. Ainsi, la répartition des éléves
de la classe suivant le couple de notes (z;,y;) permet de savoir le nombre n;; d’éléves
ayant x; en francais et y; en mathématiques. Pour cela on a établi le tableau a double
entrée suivant.
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Francas X105 107 [ 09 | 11 | 12 | 14 | Totaux
06 1/o]of[1]o0]oO 2
07 0Ol 4]0l0]0]0 4
09 006020 3
10 0|00 0|01 1
12 Oojlo0l2 12011 5

Totaux | 1 [ 4 | 8 |3 | 2| 2 20

Remarque sur la lecture du tableaux

On note que :

. 2 éléves ont 12 en Francgais et 09 en Maths,
. 4 éléves ont 07 en Francais et 07 en Maths,

. Aucun éléve n’a 11 en Francais et 10 en Maths.

2.2.2 Définition

Considérons une population de N individus sur laquelle on étudie simultanément les

deux caractéres quantitatifs X et Y.

Désignons par x1, x2, . . ., o les p modalités du caractére X et y1,ya, . ..

du caractére Y avec 1 <p< Netl1l<g<N.

Soit n;; le nombre d’individus de la population présentant a la fois les modalités z; de X

et y; de Y.

L’ensemble des triplets (z;,y;,n;;) est appelé série statistique double. Ces résultants sont
consignés dans le tableau suivant appelé tableau de statistique & double entrée ou tableau

de contingence.

Y\ X | 21 | a9 T; z, | Total
n ni11 | N21 ;1 Np1 n1
Y2 N2 | Moz (ZP) Np2 n.2
Yj N | M2j Nij Npj | 1
Yq Mg | M2q Nig Mpg | Mg

Total | ny | no, n; Ny, N

Ou
— =4 -
* ni= Mg, i =1,....p,

n; = ZZiﬁOn”, j = 1, -5 q.
* ng; individus présentent les modalités z, et ys,
Ny individus présentent les modalités xo et y;,
ny. individus présentent la modalité zq,
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n, individus présentent la modalité y,,.

2.2.3 Nuage de points

On désigne par M;; le point de coordonnées (z;,y;), 1 <i<p, 1 <j <gq.
On convient de représenter la série statistique double par I’ensemble des points M;;(z;, y;)
dans le plan rapporté & un repére orthogonal.
NB Si la série n’est pas injective, alors les points sont soit pondérés, soit représentés par
des disques de rayons différents
Exemple Graphe

2.2.4 Caractéristiques marginales

a) Série marginale
A partir du tableau de contingence établi dans le paragraphe 2.2.2, on définie la série
marginale de la variable X comme étant ’ensemble des couples (x;,n;), 1 < i <p.
De méme la série marginale de la variable Y comme étant ’ensemble des couples
(yi,n; ), 1 <j<q
Ainsi obtient-on les tableaux linéaires suivants

X Ty | X || X || Ty
Effectif | ny. | no. | ... | na | ... | 0y
Y yi |y | Y || Yy
Effectif | ny | na | ... | ni| ... | ng

b) Moyennes marginales Soit la série statistique double (z;, y;, n;;), x; étant les valeurs
du caractére X et y; celles du caractére Y.

x On appelle moyenne marginale par rapport au caractére au caractére X, le réel
T = 0 n-x; N étant Deffectif total.

n appelle moyenne marginale par rapport au caractére au caractére Y, le réel

%~ > i_1mj-y; N étant leffectif total.

o &

*

7 <
W

q

p
X=> fia; Y=Y fi-y
i=1 i=1
c) Variance et écart type marginaux
x On appelle variance marginale par rapport au caractére au caractére X, le réel
positif

1 D 1 P B D B
V(X) = Nznz(% - f)Q = NZ"M‘? - X?= Zfzxf - X’
i=1 =1 i=1
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x On appelle variance marginale par rapport au caractére au caractére Y, le réel
positif

1 U - 1 B q B
V) = ol 0 =y Do =V = 3 7
j=1 j=1 j=1

x L’écart type marginal est la racine carré de la variance marginale :

2.2.5 Caractéristiques conditionnelles

Considérons le tableau de contingence établi dans la paragraphe 2.2.5.
a) Séries conditionnelles
En fixant ¢ = 2 par exemple, on obtient le tableau suivant

Y/szg U1 Y2 Y; Yp
N /X =Ty | o1 | Mg | ... | g | ... | Ny
ou Y/X = x5 représente les modalités de Y lorsque X prend la valeur x et

nij/X = xy représente les effectifs partiels des couples (xg,y;). ce tableau déter-
mine la série conditionnelle par rapport a x».

* On appelle série conditionnelle par rapport a x;, I’ensemble des couples (y;, 14,5),
In étant un entier fixé entre 1 et p.
x De méme on appelle série conditionnelle par rapport a y,, I’ensemble des couples
(i, nim), m étant un entier fixé entre 1 et gq.
Exemple
Reprenons 'exemple préliminaire du paragraphe 2.2.1

e La série conditionnelle par rapport & x3 = 09 est donnée dans le tableau suivant

Y/X =09 |0.6]0.7]09]|10] 12
ni;/X=09] 0| 0] 6 |[0]2

e La série conditionnelle par rapport a y; = 06 est donnée dans le tableau suivant

X/Y =06 050709 11|12 14
ni; /Y =06 | 1 0 011070

b) Fréquences conditionnelles
On appelle fréquence conditionnelle de la modalité x; par rapport a y;, le rapport
noté fo,/y, = Z—J et fréquence conditionnelle de y; par rapport a z;, le rapport
J
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[ Yyi/Ti %
Par exemple, la fréquence conditionnelle de x; par rapport a i, est égale a f,, Sy =

ni2

.2
la fréquence conditionnelle de y, par rapport a x; est égale a
__ Nig

fyq/xl - E
¢) Moyennes conditionnelles

On appelle moyenne conditionnelle de X par rapport a y,, de Y, le réel noté

p
_ 1
Xm = § NimTi,
Nm

=1

avec m un entier fixé entre let q.
De méme, on appelle moyenne conditionnelle de Y par rapport a z;, de X, le
réel

q
- 1
Yin = E NingYj,
Min. 51

avec [n un entier fixé entre let p.
Par exemple,
la moyenne conditionnelle de X par rapport a y; est égale a

1

la moyenne conditionnelle de Y par rapport a x, est égale a

- 1
Yy = n_(nm?h F nagYs e gy e Mgy,
2.

d) Variance et écart type conditionnels
On appelle variance conditionnelle de X par rapport & Y = y,, le réel positif
noté

. 1 & _ 1 & .
NS SN DN S

n
moi= i=1

La variance conditionnelle de Y par rapport a X = x;,, le réel positif noté
_ ]_ 4 > \2 1 K .2 > 2
Wn(X) - _annj(yj_}/ln) - _annj,]j _}/ln 5
Nin. =1 Nip. =1

L’écart type conditionnel de X est la racine carré de la variance conditionnelle
de X par rapport a Y =y,



De méme L’écart type conditionnel de Y par rapport & X = x;, est la racine
carré de la variance conditionnelle de Y par rapport a X = xy,

Uln(Y) = Wn(Y)
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Chapitre 3

Utilisation d’ une calculatrice en
statistique dans le cas
d’une série double

3.1 Introduction

Dans le cadre de ce travail, la calculatrice utilisée est de marque charp El-531 VMB.
Son utilisation se limite au cas d’une série double (X,Y’) & données individuelles ou les
variables x; du caractére X et y; du caractére Y peuvent étre consignées dans un tableau
linéaire de la forme

Xlxi | x| ..o | x| ... | T
Y v |y |- Y] |Un

Cette calculatrice permet d’obtenir entre autres :
a- L’effectif total N (noté n dans la calculatrice),
b- les moyennes T et iy des deux séries.
c- la somme des valeurs Y 1" x; et > oy,
d- la somme des carrés des valeurs et la somme des produits des composantes des

couples de valeurs :
n n n
Z 2. Z 2. Z
Z;; Yis TilYi,
i=1 i=1 i=1

e- les écarts types o(X) et o(X) et les variances V(X) et V(Y') des deux caractéres,
f- le coefficient directeur b et 'ordonnée a l'origine a de la droite de régression D de
Y en X
D:y=a+bx,

g- le coefficient de corrélation linéaire r du couple (X,Y).
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3.2 Mise en marche de la calculatrice

® Pour allumer la calculatrice, il suffit d’appuyer sur la touche |on/c

® Pour mettre la calculatrice en mode statistique double, il faut appuyer successive-
ment sur les touches |2nd F| et [MODE| puis sur la touche [2]. Tl s’affiche alors sur
I’écran Stat xy

3.3 Entrée des données

Chaque donnée est un couple (z;,y;), 1 < i < n.
Pour faire entrer des données (z1,y1), (z2,v2), (%3,y3), - .-, (Tn,Yn), On appuie successive-

ment sur les touches :
7,

) | [
W) |4

@, | (STOY | (7] | [M:

w2
—
o

w
H
o

w2
—
o

3.4 Obtention des parameétres cités dans
I’'introduction

a). Aprés l'entrée de la derniére donnée, la calculatrice affiche automatiquement 1’ef-
fectif total n. On peut retrouver ultérieurement cet effectif total n en appuyant sur

les touches et n (touche @ )
b). On obtient la moyenne z de la premiére série en appuyant sur les touches
et T (touche ) et la moyenne y de la deuxiéme série en appuyant sur les touches

et ¥ (touche >
c¢). La somme > " | z; s’obtient en appuyant sur les touches et Y x (touche (]

> et la somme )" | y; en appuyant sur les touches et >y (touche >

N.B:> "z, =nZ; Y .y =njy.
d). Les sommes > ' a?; > "' y? et Y | x;y; sobtiennent en appuyant respective-

ment sur et > 2? (touche +/— ) ; sur et >y (touche ) et
sur et Y xy <touche >

N.B : On peut calculer les variances V(X) et V(Y) a partir de > a? et > 1 y?
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et la covariance a partir de > | ;y;.

e). L’écart-type o(X) s’obtient en appuyant sur et
(touche 6] ) et 'écart-type o(Y) en appuyant sur et

(touche @ ) .

N.B : On peut calculer les variances en élevant les écart-types au carré.
f). Soit A : y = a+ bx la droite de régression de Y en X. Le coefficient directeur b

de A s’obtient en appuyant sur et @ (touche ) et 'ordonnée a ’origine

a en appuyant sur et (touche )

g). Le coefficient de corrélation linéaire r s’obtient en appuyant sur et

<t0uche B ) :

Remarque : On peut remarquer que pour obtenir un parameétre quelconque, il suffit
d’abord d’appuyer sur puis sur la touche appropriée.

3.5 Suppression des données

* Pour effacer une donnée non encore mémorisée, il suffit d’appuyer sur [on/c| (les

données mémorisées antérieurement restent toujours ).
* Pour effacer la derniére donnée mémorisée (aprés appui sur la touche ), on

appuie sur et sur (touche )

x Tant que les données ne sont pas effacées, elles demeurent toujours mémorisées
dans la calculatrice méme si celle-ci est éteinte. Pour effacer toutes les données

mémorisées, il suffit d’appuyer sur et sur (touche ) ou bien sur
et sur puis sur [0] (ou [1]ou[2]).

3.6 Retour en mode normal

x Pour quitter le mode statistique et revenir en mode normal, il suffit d’appuyer sur

et sur puis sur la touche [0].

%« On éteint la calculatrice en appuyant sur les touches [2nd F| et |[OFF |.
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